Capitule IV
INTEGRAL INDEFINIDA

1. Integraclon Inmediata

1. Reglas principales pafa la integracidn.
{) Si F’ (z)=f (=), entonces

S f(z) dz=F (2)4-C,

donde € es una constante arbitraria.

t J-

2) g Af(z)de=A S f (z)dz, donde A4 es una conslante.

3 (@ =nene={ @ | e
4) Si S flxydz=F (2)4+C y u=w (2), se tiene,
g jluydu=F (u)+4-C.

En particular,
\ faetpyaz=2-Faz+t)4C (@ #0).

2°, Tabla de integrales inmediatas.

zﬂ‘l'l
: -|-C, A= —1.

1. S x“dz:
-H-—ln|z|-{-6‘

-t-a-’- —arctg—--]—C_— —i arcctn—-}-C, {a % 0).
I—

:c+a
zi;lJrC (@ # 0).

i

n 15
. § 2
. zg_ﬂg_?ﬂln
S 1
\ Ve
V72

+C€ (e 0).

dz

aﬂ—-:zz

V. -1nlz+1/s2+al+c (a == 0).

VI ey = Arcsen _+C~—art:cos _-}—C, (e > 0).
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ax
X do e= . — 1
VII. Sa dz m-l-c (ﬂ}O), Se:dn: e +C
VIIL. S senzde= —cosz4C
IX. S coszdrx=genz4C
dx
e S e i L R
g dx
XI. S Senaxz—ctgz+6'
e v  dz x
XIL 3 L _ln!tg? +C=In|cosec z—ectg z |4 C.
dz - S
X1II, S 22 =ln|tg (&+ 4)]+C=In|t-gx—i—secm|+c.
XIV. { shzdz—chatC.
L1
XY, Schzd’.:_—..shz-l-é'
dar
VL \ Grm=thetc.
xviL | ot c
- W'——thlx-{- .

Ejomplo 1. S (azt4-bz ) d.z=S a::3d.1:+g bz da:+S o dlisa
=g S z‘ie{x+bg .-zd:z:u}«cS dr=a 3§-+bg+m+£‘.

Hallar las siguientes integrales, empleando para ello las reglas
prinecipales 1), 2) y 3) y las férmulas de integracién.

1031. Ssasxﬂdz.

1032. 5 (62 + 8z + 3) dz.
1033. S:c(:r-l-a)(:r—{—b)dz.
1034, | (a+ba?)? da.
1035. SV%dx.

1036. S ;‘;

B=10186
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1037. S(nz}i%nda:.

1038. S(ag—xg)adx.

1039. S(VEH)(:::——VEH)dx-

1040. “”’*’%}g-m da.

1041 | (’:’“;;“"’ d

1042 { W‘_‘_;;;Va*czx

1043. S sz;_q,.

1045, § %

1045. S V%

10486. SVE:—_ﬁ

1047. S Vﬁ:}éﬁ:ﬁ dz. 1049. a) S ctg® z dz;

£048*. a) Stg"a;dx; b) 3 oth? z dz.
b { thzda. 1050. { 8% dz. J

3% Integracién mediante Jla introduccidn bajo el
signo de }a diferencial. La regla 4) amplia considerablemente la
tabla de las integrales inmedialas. Precisamente, gracias a esta regla. la
tabla de las inlegrales es vdlida, independientementie de que la variable
de integracién sea una variable independiente o una fencion diferenciable.

Ejempio 2.

i
3 . |
S Vﬁ:—)z_:"—g Gz—2) 2d(5z—2)=
1 B! é
{ — 1 ul i (5xr—2 2
;TS u du::-s—- ui +C—-5——"—*~( T g +C=-§*-V5::—2+Cs
=z 2

donde se supuso u==5z—2. Se empled la regla 4) y la integral I de la tabla.
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z B zdzx _L" d (z%) _l i
Ejemplo 3. S—_—V1+ziH 5 3 Vit 2 In (224 VT1F29)4C.

De forma implicita, se considerd gque u=z2% y so empled Ia regla 4) y la
integral V de la tabla.
Ejemplo 4 K‘tg""xadx ’:“;“; g o 5’(-"*]*%‘ ¢ }-C de acuerdo con la

regla 4) y la integral VII de la tabla.
En los ejemplos 2, 3 4, antes de aplicar las integrales de Ia tabla.
transformamos la integral dada a la forma

i f{p (z)) ¢’ {z) dz= S f (#) du, donde w =y (z).

Este tipo de transformacidén se llama introduccién bajo el signo de la
diferencial,

Es conveniente sefialar las transformaciones do las diferenciales que se
emplean con frecuencia, como son las que se utilizaron en los ejempios 2 y 3:

a) a?z=% d (az4-b) (@ = O); b) :d.z=-;- d (22) y otras semojanies,

Hallar las siguientes integrales, empleando para ello las reglas
principales y las férmulas do integracidn.

o _'ij{‘?_ y *
1517, | 252 063", | = 4
. 2213
1052**. S Sz+1 de. 1064. S l-/—-%l-gid:c.
= 1—3z
’11033- S 3+2&: dx. 1065. S 3‘::?1-7-5 )
rdzx o
~1054. S a-+bz ° 1G66. S ?zﬁg'
axr+ &
1055. Saz-l—ﬁdx 1067. S (a+b)—d{za—-b)z=
” 2241
1056. S L &, (O(f«—:a}.
224 5z4+7 i 3 & _
b4 22 4 4 &
1058, | =E=Elae 069. = do
2 22—5z-6
1059. S(a-i— —a) dzx. 1070. S ﬁ;{— z-
dz
& 1071. —_—
1060*. | Ny A S VT+84
1061. |- Vet 072. | -
1062. {Va—beda. 1073. | -2=2 2.

8
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1074, { £=5-da. 1093. { e-t*+izdz
1075. S;;jlidx 1094. S 2.7 dz
L
z+4-3 >
1076. d -
S V2w 1095. S;de.
x dz =
077, § 55 1096. {57F-2
1078. {5 .
BRECEE 1097, |z dz
079. i M S,y tea
107 S PR 1098. { e/ a—be dz.
zdr
1080- x f x
S Vet —at 1099. S(ebri)ﬁeﬁdx
81 2 dx
1081. S e e o
1100~ | =
1082. | e sy
V-1 1101, 3 1‘:_?;
arcsen x e W R
sk S g9~ O 1102. — :b dz.
v —e ®
arctg-é- s eldt
1103.
1084. Swdx. t\JVl—eﬂ
1085. R I_}fﬁg—” 2 . 1104, Ssen a - bz) dz
1086. S - 1105. S cos = da.
V (+a3)n(z+ V1122
1087. S ae~™= dx 1106. S (cc;-s1:,:«!:—{—591:1am:)a dz.
1088. S4=-3==d:c 1107. S cosV z “""
1089- S (6’ —l".?-t) dt 1108 S sen (]gx
x
1090, { (i e )dz 1109*. { son* zdz.
X pxyE
1091, { Coeda 1110*. { cos?z da.
a%¥ w—1
1002. | o R 1111, { sec’ (az -+ b) dz.
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£OS ax

t112. {ctg*azds. 128. | oves
sen 3z
1113. j'-f‘f’”—x 12 S S T
seh —
a senrcdsr
. d 1L08: S Vuosza:—sen’zdz.
114. - )
3 cos (5:c -—%) 1131. q /1 4+3cos?zsen 2z dzx.
dx z z
1115. S m . 1132. tg’--—sec” - O 2.
d Sy
(16, | =255 1133. 1’;5‘53: dz.
1117, { zsen (1 —2?) da. -1
1118, §{ (——r—1)de U3 ) oz
' d\eenz V2 1135. § itsen3s

1136.

1137.
1121. S ctg — dx.

S
S
\
S
S
g .
; 1138. { (2sh52—3ch52) dz.
S
S
S
\
S
\

1422, (=, -
tg= 1139. sh?z dz.
- % d
£123. t . -
{1eVz = 1s0. |22
dz
1124, S zotg (22 1) da. tat. \ 4=
- dﬁﬂ dx
1125. S Senz COS T 1142. shzchzx
1126. S cos—- sen — di. 1143. th x d=
a &€
1127. S sen? 6z cos 6z dz. 1144. cthzdx
Hallar las siguientes integrales indefinidas:
=
1145. S”V — 2 da. 1447. S g 02

1146. S-.’f}:i-—dx. 1148, | ze= dz.
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1149,

1150,

1151.

1156.

1157.
1158.

1159.

1164,
1165.

1166.
1167.

dx.

gen 3zx

dx

asen * cos x dz.

earclgx i 4
S +xIni-Fx2)-+1 dx.

1423

(2“*‘2::2:-1 ) 22311

1168.

1180.
1181.
1182.

1183.

1184.

1185.

Sen gz —cosz 5
Senz ~cosz

Sen?x gan 2z dx.

5—3x-
Vé4—3x2
dz
e*41 "
dx
(a0} +(a—0b) z*

s

ds.

Sénx CcOsS X d
V2—seniz
dz
‘senfzcos?z °

D Y oy TN S D ) B B ™D B oy D P E
&
=]
=
S B
all
=)
]
(=]
M

K

arceen r-z d
1 —2?
S socx e x

VsecZz 41
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1186. ﬂﬂ—d:c. 1189. Sxfch (z®4-3) d.

4-1-cos2 2z

dz 3th x
i Foohs" 1190. { S5 da

1188. S]//l“(x**lfziiT)dm.

14-22

1187. S

§ 2. Método de sustliucion

1°. Sustitucién o cambio de variable ea la integral
indefinida, Poniendo

=0 (t)

donde ¢ cs una nueva variable y ¢ una funcién continua diferenciable,
tend remos:

{r@e—{ reeeoa (1)

La funcién ¢ se procura elogir de tal manera, que ol segundo mismbre de
la férmola (1) tome una forma més adecuada para la integracion.
Bijemplo 1. Hallar

S z Yz —1daz.

Solucién. Es natural poner = "1/z—1, de donde z—=i241, v do=
=2t dt. Por consiguiente:
S 2 VEi—ldz— S (£24-1) 1.2t =2 S (8412 dt =
3 3
Lo plope—fe—0trg@ni+C

Algunas veces se emplea la sustitucién del tipo
u=@ (z).
Supongamos, que hemosg conseguido transformar la expresion subints-
gral /(z)dz a la forma siguiente:
f (2) dz =g (u) duz, donde u=¢ ().

Si la t g {u) du es conocida, es decir,

\ g @) da=F {w)-+C,

L&

tendremos
{ 1@ az=Fln@n+c

Este procedimienlo es ¢l que ya utilizames en ol § 1, 3% . o
Los ejemplos 2, 3 y 4 (§ 1) se podrian haber resuelto de la forma siguiente:
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Ejemplo 2, u~_«5x—'2; du=93dz; dz=

Ejemplo 3. u=z2, du=2zds, zcrz:f;.

zdzx o du i ———
S Viest 2 ) £7: re s R Ll AR

"——%ln (22 VTFa0)4-C.

Ejemplo 4. u=12% du=322dz; xﬁdzmT 2

1
S zze"sd;r:—:,,—s e“du=-?—3—eﬂ+c=—%—e‘8+0.

2°, Sustituciones trigonométricas.

1) Si la integral contiene el radical }/e®*—=z% pgeneralmente se hace
z=a sen t; de donde

Var=z2=acost.

2) Si la integral contiene el radical /2 —a2, so hace z==a sec ¢; de donde
Va2—al=atgt.

3) Si la integral contiene el radical /=¥ a2, se hace z==a tg t; de donde

V22 Fa®=asect.

Hay gue advertir, que las sustituciones trigopométricas no son siempre
las més convenientles,

Eu ciertos casos, en lugar de [as sustiluciones trigonométricas, es pre-
ferible emplear las sustituciones hiperbilicas, cuyo cardcter ez andlogo
{véase el ej. 1209).

En el § 9 se trata més detalladamente de las sustituciones trigono-
métricas e hiperbdlicas.

Ejemplo 5. Hallar

S _____-I/-z_’::—}_—_{l dzx.
x

Bolucidbén, Hacemos x=tg?. Por consiguiente, dz— at ’
eosd g
S V1 3 _S Vigti4-1 dt ¢ sentcos?t di
a2 g2t cos?t son® ¢ cos?t

dt sen® ¢ 4 cos? ¢ dt cos ¢
— T e, T _— d! =n [ ——
S sen®tcos ¢ S sen®i.cos ¢ S cost +S sen? ¢ s
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s==lo|tg ~sect|— se:u “-C=ln)tgt+V1+tget|—

Vittett V=241
gt it

1194, Hallar las siguientes integrales, utilizando para ello las
sustituciones indicadas:

dz 1
a) Sﬁ, .'Z==--l--

b) S i— z= —Int;

+C=n|z+ VAT |—

c) S z (92 —3)"dz, 522 —3=1¢;
xdx Ir—
d) S er l= x—\Li!

cos zdx
9) —_——— . [ = 88N Z.
Vi-}-sen z

Hallar las integrales siguientes, empleando para ello las susti-
tuciones mds adecuadas:

1192. { = (224-5)0dz 1197. § -‘-%“ji__’%{’-dz.
1193. Si—::%dx. | 1198. | %I-dz.
1194. S;‘T/"j‘i‘:ﬁ 1199. S?:j; dz.
1195. | ?ﬁ:f 12007, S?V?ﬁ
1196. S-‘ﬁ‘l—iz’;—%

Hallar las siguientes integrales, empleando sustituciones tri-
gonoméfricas:

x? dz V:c?—i-—i
1201, S S 1205. S —t1 4y,

a3 dx dx
1202, § 1206% § S
1203, S ul/%':“—“dx. 1207. S VI—a2dz.

dz
$204°. S -
. z V/22—1
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1208. Calcular la integral

dx
S z{1—zx)
valiéndose de la sustitucién z = sen?ct.
1209. Hallar

S Vaz + 23 dz,
empleando la sustitucién hiperbilica z=a sh (.

Sclucidn. Tenemos, 1/ a¥fzt=T a2+t alsh?tiemachty dze=ach?di.
De donde, =

g ]/a2+:c‘dz_—_g acht-achidt=

=at \ edrqi—pp { SNEHL . &ML s v -
agchtdtag 5 dt 2(23112:-;-1)-]-6'

as
i (shitcht+)+C.

YVt

€T

- |/ a% 4 22

a

Comuo

x
Shfh-—-T, cht

el=chttsht=
tendremos en definitiva:
z ——r . - —
S VaifFzide = -5 Vet a2+ =5~ In (z+ Vai4-z94-C,y,
2
donde C:=C-—-—%—- Ine 6s una nueva constante arbitraria.

1210. Hallar
S x4z

V2 —a2 »

haciendo z=achi.

§ 3. Intepracion por partes

Férmula para la integracién por partes. Si u=¢q(x)
y v=1 () son funciones diferenciables, tendremos que

i [
\‘ 3 dl.-‘:::uv—-s vdu,

Ejemplo 1, Hallar

-
3 zlnzxdz.
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Poniendo u=In z; dv==z dz, tendremos du == %5-; r.==-—$2:-. De donde,
- x2 72 dx z2 z2
S xln::d.'x:—?lnz—s TT—TIHI‘T—I—C.

A veces, para reducir la integral dada a una inmediata, hay que emplear
varias veces la férmula de integracion por partes. En algunos casos, valibn-
dose de la integracién por partes, s¢ obiiene una ecuacién, de la que se
determina la inlegral buscada.

Ejemplo 2. Hallar
S e’ ¢o8 x dzx.
Tenemos

Sexcos a:zb::S e* d (sen x) = e* sen ..'-:—S e* son x dx=¢* gen x4

-+ S eX d (cos z) =€~ sen T -~ ¢* ¢08 £— S e* cos x dz.
Por consiguiente,
e*coszdr=e*scnx-t+e*cosx— S e¥ cos z dx,
de donde
S &% C08 :..--f.zh-=-'£"2i (sen z4cos z)+C.

Hallar las siguientes integrales, utilizando la férmula para la
integracion por paries:

211, { Inzde. 12207, § ST

1212, S arctg x dz. 1221. S T senz cos T dz.
1213. 3 arcsen:céx. 1222*, S(x2+5x+6)coszxda-.
1214. S:csenxdx. 1223. S z?ln z dzx.

1215, S zcos 3x dx. 1224, S In®z dx

126. { % d. 1225. { 185 da.

1217, { 2.2 da. 1226. S ll'/‘,; d

1218%*, S 229 dz. 1227. S z arctg z dz.

1219*, | @—2+5) e an 1228. | warcsenz da.

L
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1229, Sln @+ V T+ da. 1233, S?:"cos:z:dx.
1230. S 8 1234, Se“"”sen bz dz.
231, { Z20 T da 1235. | sen (Inz) dz.
1232. Se’“ sen z dx.

Hallar las siguientes integrales, empleando diferentes proce-
dimientos:

1236. S:ﬂae-"‘2 dx. 1246. E _a_".cﬁ‘fi‘%dz.
1237. \ V¥ dz 1247. { ztg*20 da
1238, S(x2m2x+3) In z dz. 248, sn’s da.
1239, { zIn 75 de. 1249. gcosﬂ (In z) dz
1240. { 227 de. 1250%. { . e
1241, { 12002 gg 1251%. § =T
1242, Sx“arothxdz. 1252%, S at—2ztdz.
1243. S z (arctg x)* dz. 1253%, S V' A4zt de
1244, S (arcsen z)? dz. 1254*, S -T;':izﬁ .

2

1245. S LS T s

§ 4. Integrales elementales que contlenen un trinomlo cuadrado

% c . may - n -
1°, Integrales dol tipo S-—-———wﬂx=+bx+cdx. b3 |

rincipal de cdlculo consiste en reducir el trinomio do segundo grade a Ia
orma:

procedimiento

azlt-bxfc=a (z4 k)21, 1)

donde & y I son constantes, Para efoctuar la transformacién (1), lo més
comodo es completar cuadrados en el trinomio de segundo grado. También se
puede emplear la sustitucion

2az--b=t.
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8i m=0, reduciendo el trinomio de segundo grado a la forma (1), obte-
nemos las integrales inmediatas III o IV (véase § 1, 2°, tabla de las inte-

grales elementales).
Ejemplo 1.
S dee 4 S dx
23 -Bz+1 2 o 25 725
T (=27 2+ ) +(7—T5)
5 5 ¢
—-i- d(ﬁ—“?) ——!— 4 arct ! - C=
o WP R SV
4 6 A 4
2 dr—5
= me— AT ———— C
" /31 R VE) .

Si m=£0, del numerador se separa la dorivada 2ax-+b del trinomio
de ssgundo grado

| == |

o (2az+5)+ (n—';—f)
axd4-bz4c

dz =

m mb dz
=-2—;lu|azii+bx+c]—l—(n-— o ) S e v v

y de esta forma nos encontramos con una integral como la que analizamos
mas acriba,
Ejemplo 2.

i 1
i dr= '5(2—1)""‘!3 dm—-i] e |
p s z2—z—1 M o

1
o(==4) :

1 2 1 { 22—t — /5
st ==In|z2—a—11- — —— 6.
2 (r_l)ﬂ_:’.’. g =3 /5 |2z—14 /5 l+

2 4
2°, Integrales del tipo S m__'-i__ dz.
. y ]/a.r‘-}-ba:-rc i

Los métodos de cdlculo son anélogos a los examinados més arriba. En deli-
nitiva Ula integral se reduce a la V integral inmediata, si a >0, y a la VI,
sl a<0.

Ejemplo 3°.

dz el il dx i arcsenfix—3+c
V243 z—2z2 Y2 3_-’3__(1__3)2 V2 9 g

16 4
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Ejomplo 4°.
S - ...W'H_,__.E._ dx:—i—s 2% -2 dx—-2 S _.__L
Vi 2z 42 2 ) VaryizF2 VEF1)2E41

=Va@f2+2-+2n(e+1+4 Vai+2z+2)+C.
8. Integrales del tipeo
dz _
(mz+n) /o bz te

Utilizando la sustitueidn inversa

1
mx4-n

estas intograles se reducen al tipo 2°,
Ejemple 5. Hallar

g . 2z
J (z41) VB+1
Solucidén. Ponemos
1
-‘t-i—vi =-E-,

de donde

di

dz =—[i—'

Tenemos;

g‘ dz 5 PO .~ -
T == ol V12t 212
) e VT l/___{
—reer e == o lnI .._.+ :~-—t+— I+
~35 Vet -7 y

- 1 1—z4V2(241) l
+C—--~_V§ Inl =5 +C.
4°. Integrales del tipo S'Vam’"—}—bz-l—c dz. Completando cua-

drados cn el trinomio de segundo grado, esta integral so reduce & una de
las dos integrales principales siguientes (véanse losg Nos, Nos 4252 y 1253):

—_ T e a? &
1) S Va$—-14 dl’ﬁ—z- 1/0.2—12 —!——-2—81'(.‘.30!] —‘—1—+C‘

2) S 1/x'z+4dx=-g- V'z*'—_{-A--}-%ln!z-{- V#F 4 |+cC.
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Ejomplo 6.
S Vi—2z—zfdz= S Vie{l+zR@d(1+z)=
-t VI T aresen 12T

Hallar las integrales:

da dz
1255. S:ez+2x+5 1268. S T
dz i dzx
1256. S i 1269. { ST
R Yot s, dz
Sﬂxz-—j-!-i 10 S (z—1) /292
rax
1258, { 5 1271, { - e
; Je—2 o alt2z
1239. —ee A%
S - i i A 1272. S Va+ 2z +5 dr.
; (x—1)2
1260. { gty 4= 1273. \ Vz—adz
sl { 28 y
. S z2-= bz 410 2274. SVZHx—-a"Za’r
dx -
1262. o — - ———— -~
S V2t 8z oz 1275. S y ’ff,.H
zd g2
1263. S_jf—? 76 cos =
“ S, lz_di_ 1276, Ssuﬁz—d&senx-}-izdz
1264. — " * Jx
Veigpe +q 1277. ﬂ ¢
VIt e® 1 e2%
1265. S et dx. sen z dx
e REs Sl/ccms~m+4cos 1
1266. S,ﬁg—aﬁs. .
Vi—z—2 1279. | T
1267 P ¥ dm. t — e IDNT— N~ =
S Vimnai

§ 5. Integracion de funclones racionales

1°. Mé¢todo de tog coeficientes indeterminados. La inte-
gracion de una funcidon racional, después de separar la parte entera, se
reduce a la integracién de una fraccr.on racional propia

P (z)

T’ (1)
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donde P(z) y Q(z) son polinomios enieros y el grado del numerador P (z)
os msf_nor que el del denominador Q (z).
i

Q@) =@—a)* ... (="

donde a, .... ! son las diferentes raices reales del polinomio Q(z)} ¥ &, ..., A
son nimeros naturales (grades de multiplicidad do las raices}, la fraccidm (1)
podré descomponerse en fracciones simples:

Plz) 4 A A
= +(z_’2&5“f+---+m+---
L Lo Ly -
. +.‘B—1I + (x—1)3 +"' + {z_l)z % ('1)

Para caleular los cooficienies indeterminados 4, 4y, ... L; ambas partes
de la identidad (2) se reducen s la forma entora y, %espués, ge igualan los
coeficientes de cada una de las potencias iguales de la variable z (primer
procadimiento). También se pueden calenlar estos coeficionies igna-
fando la z, en la igualdad (2) o en su equivalente, a cierlos ntmeros debi-
damente elogidos {(segundoe procedimicnto).

Ejemplo 1. Hallar

S Tdx i
. (z=1) (z4-1)% :
Solucidén Tenemos:

& s By By
D @EFIE =11 zHl  @rIE

de donde
o= A(z+1)2+By (z—1) (2 4+1) 4 By (z—1). (3)

a) Primer procedimiento para la determinacidn de los coeficientes. Copiamos
la identidad (3) dandole la forma

x = (A+By) 22+ (24 By) 2+ (A— By — By).
Igualando los coeficiontes de cada una de las potencias iguales de z, tenemos
0:;4-1—81: 13211'{—32; OﬂA—Bl—Bz.

Dec donde " ; i
AWT; Bi=*ﬂ~4—; Bg="2—.

b) Segundo procedimiento para la determinacién de los coeficientes. Haciendo
z=1 en la identidad (3), temdremos:

1=A4-4, es decir, A=% &
Haciondo z= —1, tendremos: i
—i=—32-2, es d%il‘, Bg::?.

Haciendo después z =0, tendremos:
O=A4—B—B,,
1

es decir, By=A—By=——.
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Por coansiguiente,
t ¢+ d» 1 dr 1 dx
=7\ =352 55 -

1 1 1 o

1 1 r—1
T2+ +II“| el
Ejemplio 2. Hallar
dx 7
S =2ty
Solucidén, Tenemos,
1 R B &
2822 | ¢ il z{z—1)2 ~?+ z—1 -+ (z2—1)2
¥
1=4(x—1)°2+ Bz (1)} Cx. {(4)

Al resolver este ejemplo, so recomionda combinar les dos procedimientos
para la determisacién de los coelicientes. Utilizando ¢l segundo procedi-
miento, hacemos z=0 en la identidad (4) y obtenemas 1= 4. Luogo, haciendo
z=1, tendremos tue 4==C. Después, empleando ¢l primer procedimiento,
jgualamos en la identidad (4) los coeficicatos de a2. Tendremos;

D=4+ B, os docir, B= —1.
De esta forma,
A=1, B=—1y C=1i.

For consiguiente,

dx tdz i 4

x—1

Si el polinvmio @ (z) tiene raices complejas ¢ 4 ib de maultiplicidad k,
en la descomposicién (2} entran ademds fracciones simples de Ia forma

Mz -V, 4 MyzL N,
——tem A L . 5]
e N € B 2

donde
234 pr g =[z—(a+ b)) [x —(a—ib)]

¥ M,, Ny ..., My, Np son cocficientes indoterminados gue so calenlan por
0s procodimientos indicados mas arriba. Cuando k=1, la fraceidén (5)
se integra directamente; cuando & > 1, se emplea el procedimienio de reduc-

cién, recomendindose que previamenle se le dé al trinomio de segundo grado
g

2
2% 4~ px+ ¢ la [orma (x—l——,{f—) 4 (qﬁ%) y se baga la suslitucion z-}-%:z.
LEjemple 3. Hallar
S z-+1

{z’-’--l-ér-f—-ﬁ)” der=1.

Solucidén. Como
28 -Gk 5 = (24 2341,
9—1016
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poniendo z4-2=2z, tenemos:

£ 1 Iy zdz (14-2%)—22
1=\ e e o | S - :
1

=~y vt e |- T

z ) 1 st z—‘“i ot
—erelg i—srEry T2 IS 3L
4 NS . 243 stk A
_—z-arctg i+ C= T @l T5) 5 arctg {(z4-2)+4C.

2°. Método de Ostrogradski. Si Q(z} tieno raices multiples,
se tiense,

P(z) . X(z) Y ()
S 0 T +S T2 (@) ©

donde Q,(z} es el maximo comin divisor del polinomic Q (x} y de su deri-
vada Q' (z);
Qa2 {2)=Q (7} : Q¢ (=)

X (z) o0 Y (2) son polinomios con coeficientes indoterminados, cuyos grados

son menores en una unidad que los de Qq () ¥y Qp (z}, respectivamente.
lLos coeficientes indeterminados de los polinomios X (x) ¢ Y (x} se calculan

derivando la identidad (6).
Ejeomplo 4. Hallar
dz
S (BB—i)®

Sglucidn.

dv  Ax*4-Bx{-C . ¢ D2 Ex+F
B — e I S
Derivande esta idemntidad, fendremos:
1 (24x+B) (z8 —1) — 322 (Aa2{- Bz +-C) , Da?4- Ex - F
(@12 (B—1)% : P

o bien,

1 = (24z + B) (z® — 1) — 322 (422 | B+ C)+ (D22 + Ez -+ F) (23 —1).
lgualando los coeficientes de las correspondiontes potoncias de z, tendremos
D=0; FE—A=0, F~3d8=0; D43C=0; E424=0
BE+F=—1;

de donde

A=10; B:_—}i_; C=0, D=0 E=0 Fz—--%

¥, por consiguicnie,

dz 1 - 2 tlx
Swm*?—zs_—i“?g 1 ()
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Para calcular la intogral del segundo miembro de la ignaldad (7), des-

compenemos la fraccién ok fracciones elementales:

1 4 Mzt N
B—1 :c—‘l 28 z4+1 "’

es decir,
l=1 {2+ 1)+ Mz (z=1)+N{z—1}. (8)
Poniendo z=1, tendremos que L=—;—~.

Iﬁualando los coeficientes de las potencias iguales do z en ambos miem-
bros de la igualdad (8), ballamos:

L4M=0; L—N=1;
¢s decir,

i 2
M=—a; Noe=m—p .

Por lo {anto,

I WL S

P | 3 z—1 3 Z2f -1
:z-—é—]ﬂ[::-—i]—— In (w224 1)— \;rﬁ arctg 2%1 + C
¥
dz x 1 R 2 2z 41

SEEKF*“mg:U+§4“(bqw*gyﬁmmgwﬁ G

Hallar las integrales:

dz _ 52246249

1280. § GFOGTH 1288. } T—apier iy 45

izgy. (=t g g, | e

—5z+6 (@2 — 3z~ 102

2z—3 e
(2232 +4-2)

S

\

1282, S
2844z —91 19291. Szﬂ+z+1 -

s

S

| =

{ =5

1290,

(z—1) {$+2] (=+43)
1283.

E—1 G+ (E—B) (2819

| =
|
S
1284, { 22—z, 1292,
=
k=
)

28 = B2 - 4 zh—

1285. 1293.

x (m ~|—1}3 ) (:1:2 n‘ix-}-3) (z2+4r+5)

1286. 1294,

'i:c3-—a: -’—{»1 i
sl e 1205,

1287, z9—Bat 412z —
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dz dz
1206, | FTET 129. | rparrr
234
1297. \ + L 1300. S g
5 dﬁ'+d
1208. | o d=.

Hallar las integrales siguientes, utilizande el método de Ostro-
gradski:

dx d=x
180, \ — o 1303. \ —Fpr-
d 19 9
1302. S szj_i)z' 1304. S ( . }x+-|_2)2 dﬁ:

Hallar las integrales siguientes, cmpleando diverses procedi-
micntos:

£ fdzx
1305. { rrimrmds 1310 (oo
i 27-1-:3 dx
1306. \ ——ary @ B |
12—z 414 dz
L S (I—t)J{I—' o 1312, E (x2 2z 2) (2234224 5)
a1 § z2dr
1308. \ 0 xu_iy 1313. | =
i thr &% dx
1309, | gt 1314. S e
§ 6. Integraclon de algunas funciones Irracionales
1. Integrales dol tipo
,J’ pz
ar+b azx-}-b i
HL (cz-}-d) 1 (e.::—l-af) "de' 1)

donde H e¢s una funcidn racionmal y py ¢1 P2 420 -..50D
nimeros enteros. o i
Las integrales el tipo (1) se ballan valiéndose de la sustitucion
ar+-b

cx—4-d

== | z‘"‘ 1.

donde n s el minimo comin miltiple de los nimeros Gy> Doy ++

Ejemple 1. Hallar

S dx
Vir=1—yz—1
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Solucién. La sustitucion 2z—1=2z% reduce la imtogral a la forma

S dx _S 2z3dg~—2§ z2dz
Vo sl @ T—% Bl

=B S (Z“““Ei_i) dz—(z+1)3421In]s—1]+C=

= (4T —1)+1In (2w —1—1)"+C.
Hallar las integrales:

> dz. 1321.

f,’““ - 1322.

1324,

\ S
S S

1317. S G . 1323. \ = a1 iz
S S
| S

V=1 4. 1325.
+

1320. S Vetit2 5.

2°. Integrales del tipo
S L Y (2)
Vaxt4-bx4-c

dondo Pp{z) es un polinomio de grado n
Se supone que

Py (2) T g e ——————r dx 3
S —"__ar2+bx+cfi =Qn_y (z) Vaz2}bztc+A S MVaMx2+bx+c y (3

donde Q,_ () es un polinomio de grado (n—1) con coeficientes indetermi-
pados y A €8 un namero. .
Los coeficientos del polinomio Qn—y (#) ¥ ¢l nimero A se hallan deri-
vando la identidad (3).
Ejemplo 2

S 2 VW&“S L o=

Va4
e dz
== (Az3 - Ba? - Cx + D) ]/$2+4+?‘«S _:FE_ET—_& ,
De donde
zt+ 4a® — (34734 2B74-C) V——32+4+(A.7:3+1323+C.7:+D) %

Vaita VATl Vets
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Multiplicando par /2244 e igualando los coeficientes de las potencias
iguales de z, oblcnemos: '

1 1

A=-_;;; B=0;C==; D=0; A= —2.

'2- »
Por consiguients,

S 22y :cﬂrl-_t-idx=xa':2$ VEaEi~-21n{z-+ V 2F4)4-C.
3°. Integrales del tipo

dz
v (z—a)* VaerPFbztc ]

Se reducen al tipo de integrales (2) valiéndose de Ia sustitucidn

%)

=t
Hallar Ias integrales:
1326. S}—:‘:‘“‘,___%_:{ 1329. Sﬂ‘j.i_:
1327. S —Fv%z.g—dz. 1330. S {x+n$M'
1328. Sﬁ_-;;dx. 1331, S - ﬁ%dx.

4° Integrales de las diferenciales binomias
l 2™ (@} bz")P dz, {5)

donde m,n y p son nimeros racionales.

Condiciones de Chébichev. La integral (5) puede expresarse
por medio de una combinacién finita de funciones elementales tinicamente
on los tres casos que siguen:

1) cuando p es nimero entero;
2) coando —

- es nimero entero. Aqui se emplea la sustitucién
a~-baz" =429 donde s es el divisor de la fraceidn P

m—1
3) cuando ;'_ +p es ndmero entero. En este caso se emplea la sus-
titucion a2z~ 4.b =19,

Ejemplo 3. Hallar

S?1+*;
= dz=1
Vz
1
- B
g 1 1 1 mf-1 2+
Solucidn. Aqui m=—: n=—: p—0—" . — -
I a1 e 1 =
4

Por comsiguiente, tenemos el 2) caso de integrabilidad.
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La sgustitncidn
i

i+3z==£3

nos da; z=={1%—1)4; dzr=12:2(:3—1)3dz, Por o que

1 i A
1=S g (1+x#)§d_€$128 %H;dz:
=12 K (3;‘3—-33)5-};.—__1’;72. 2?7 = 3z44-C,
donde
= v ‘1-*—-;[;:..
Hailar las integrales:
3
v g "E > @ d-l.’.L'
832. | 28(1+209) *da. 1335, { e
dz ax
1333, \ T 1336. X
2% (24 29)°
1988, \ et . 337, dz
Vi 0 Y VRV

§ 7. Intepracion de funclanes frigonométricas
1°. Integrales del tipo

S sen™ x cos" rdx=Jm, n, {1)

donde myn son nimeros entoros.
1) Cuando m =2k<1 s un ntimerop impar y positivo, se supone

Imn==— S sen® £ cos? z d (oS &) = — S (1 —cos? 2)* cos? z d (cos ).

De forma anéloga se procede cuando 7 es un mimero impar positivo.

Ejemple i,
senll z senls x
sen10 z cosd z dz == S sento g (1 —sen2) d (sen &)= —p— ———z—+C.

2) Cuando m y n son pimeros pares y positivos, la expresién subinte-
gral (1) so transforma valiéndose de las férmulas:

son? :r:--%—(i-—cos 2z), cos® x=-%— (1-}-cos 22),

1
spn T €OS z:-z-ssnzz.
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Eiemplo 2.

S cos® 3z send 3z dz = g {cos 3z sen 3z)2 sen® Iz dx =

sen? 6x 4.—cos bz 1 "
= S A 5 dx=§- S (sen? 6z — sen? 6z cos Gz) dx =
1 { —cos 1
=-—-8-S (—?—m—sm‘lﬁzcasﬁz) dx =
1f{x seni2r 1
I e el S o t’ i
8 (2 T 6“")‘1'(’
3) Cuando m=-—p y r=—v son nlmeros enteros, negativos y paros
del mismo orden, tenemos
dz S
Ip,n= 'M—“*ES cosect zgec¥ Tz d (tg 2) =
sen™ z cos¥ z
i v
{12 = { (1+g2a) 2
ms (H_--é-—) (Itg2) 7 d(tgz)=\ d (tg 7).
Lg? z g z
A este caso se reducen, en particular, las integrales
. & n
S dz 1 d(?) YS dz d(“’JFTJ.')
sentz 2#1 sen“-_}oos"% cos¥ z _ (_,,, 3 _;*_ )

Ejemplo 3.

S Cc:;fz: = 5 nochxd(ig#)m S (1+1g? z) d (tg z)—-—“tgz—}--%- 1gd z-4-C.

Ejemplo 4.
dz 1 dx 1 O
Sa@;ﬁﬁS * x=@3w37%“?“=
sen? -~ cos% —
2 2
(44t 5
1 g .
=g sec? —dr=
- A
tg 5
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4) Las integrales de la forma tgmzdz |0 ctg"‘xda:) , donde m es
un nimero entero y positivo, s¢ caleulan valitndoze de la férmula
tg2 z=sec® 2 —1
(0 de la correspondiente ctg® x = cosce? 2z —1).
Ejemplo 5.

13
S tgdzdz= S tg? z (sec? x—1) dm:tgax—g tg2rdr=

3
= S fﬁg—f_ K (seczm_-a)dxmtg,_; 2 —tgataz4C.

5) En ¢l caso general, las integrales 7I,, n de la forma (1) se calcaulan
por medio de férmulas de reduccién (firmulas de recurrencia), que se¢ deducen,
ordinariamente, empleando la integracifn por partes.

Ejemplo 6.

dz sen?x}-cos? g sen & dx
—= ; dz= \ Senz»—e—dz -
S cos? x S cost x coS? + cos &

1 1 cus & dx
== SOI T g = it 7 -
2cosiz 2 cos z P cus &

5 1
=§%+§-In | tg x4 sec z {4-C.
Hallar Ias integrales:
1338. { cos*zde. 347, { 25
1339. | sen®z dz. 1348, |
1340. | sen*zcos?z da. 1349. | 57 de.
2 x g dz
1341, S sen® - cos® 5 da. 1350, |
cosb d
1342, S . 1351. Smﬁmjosaz
1343. S sent z dz. 1352. S = ~
£en -;i cos?® 5
1344. S sen?z cos? z dz. :
___ scn (z-{—-‘-‘i—)
1345. S sen®z cost z dz. 100 i
1346. | cos? 3z da. 1354, { 5.
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1855. | sec®4a dz 1360. | wsen?a*de
3 cos? z
1356. { tg*5zde 1361. | oors
1357, S ctgd x dz 1362. S sen® z y/ cosz dx
A T
1358. S ctgt x de 1363. S Vm'
{ (2 2 L

1359. 5 (tg T +igt )dx. 1364. S 1/tgx )

2°, Integrales de las formas: S sen mx cos nx dx,

R gen mzx sen nrdx ¥y S COS MMz cOs nx dx.

En estos casos so semploan las férmulas:

1) sen mz cos;zm=-%-fsen (m<4-n) 24 sen (m-—n) z];

2) sen mz sen nz =%[cos {m—n) x—cos (m--n) z];

3) cos mx oS nx -_——-;T [eos (m —n) x4-cos (m+4-n) z).

Ejemplo 7.
S sen 9z sen x dy = S -%— [cos 8z — cos 10x] dz=I%sen B — 2';“—Osen 10z-C.
Hallar las integrales:

1363. S sen 3z cos Hx dz. 1369. Scos{ax+b) cos{az—b)dz.
1366. S sen 10z sen 15z dz. 1370. S sen ot sen (@ -4 @) dt.
1367. S €S 3 C0S = dz. 1571. S cos z cos? 3x dz.
1368. S sen -;-cosz—;- dz. 1372. S gen z sen 2z sen 3z dz.
8°. Integrales de la forma

S R (sen z, cos z) dz,

donde R es una funcién racional
1) Valiéndose de la sustitucién

de donde

tg%rﬂt,
112 24t
e WAZmETIR. SEwrrA

2
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las integrales de la forma (2) se reducen a integrales de funciones raciona-
les de la nueva variable {.

Ejemplo 8. Hallar

dx i
tf-sen z-p-cosz

Soluecidn. Suponiendo tg -E—::, tendremos:
2dt¢
1422 e ey ’
= 2t T—i S m—lﬂli+fl—r6~—lnli+tg7]+c,

A 1--¢2 + i4-i2
2) Si se verifica la identidad
R (—senz, --cosz)= A (sen x, cas z),

para reducir la integral (2) a la forma raciomal se puede emplear la susti-
tucién tgx=t.
En este caso,

t 1
s f=m—————, 0S8 T—=————
Vife ' VI
¥ dt
Ejemplo 9. Hallar -
I | @)
Solucion. Poniendo
tgx=1t €n2x—*i d.::—*d—t
g——,-e _'_1-«!—‘2’ ‘_1+t2|
fendremos:

I____ri di 2 =S at =1*S d(cVE}im
(1+z}2(1+1—‘+—£§—) J 1422713 14-(: V2)

=_—5/-§arctg (z ']/’E)-—FC:% arctg (1/'2' g z)-+C.

V2

Debe advertirse que la integral (3) se calcula mAs de prisa si el nume-
rador y el denominador de la fraccién se dividem previamente por cos®z.

En algunos casos comeretos es conveniente ¢l empleo de procedimientos
artificiales (vtase el ejemple N® 1379).

Hallar las infegrales:

dx CO8 x
1373. S TrEes - 1375. S T da.

1374. S . . 1376. S RRE

gsen x-}-cos z 1—senz
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1377, S 8—4 sen?—}—? cosz 1384%. S scnﬂ.r—Bi::n;i:cas:: 3
1378. S c(m_}_g:e“_w : 1385. \ T e 0.
1379%+, S z;;zigfgsidx 1386. l -ﬁis%dx.

1380. \:t:gxdx. 1387. S cos,‘;"f‘i_zsfm‘,x dz
1381%. | Hjﬁ 1388. 5 s 4
1382% S 35(:[;23:13500331 % 13897, S (Z—b:enxﬁﬁ—senx} :
1383*. Ssensx-f-saenfcosx-cosax' 1390%. S ::!:f::; :fg:;: _: dz.

§ 8. Integracion de funclones hlperhdllnas

La integracién de las funciones hiperbdlicas es completamente andloga
a la integracién do las funciones trigonomdtricas.
Deben rocordarso las siguienles [¢rmulas principales:

1) ch? z—sh® z=1;

2 sh# 2= (ch Bz —1);

3y oh?z— —:.]:-{(:h 9z 4-1);
4) shxchz=%—-sh2x.

Ejempio 1. Hallar

ch?2 xdz.

C oD

Solucidn. Tenemos:
S chﬂ:cdx=s —-,i—(ch 2$+1)dm=-;i-sh2x+%:+c.
Ejemploe 2. Hallar
S ch? > dz,
Solucién Tenomos:

S ch? zdx = S chamd(shz}=s (1+qhax)d{5h$)““$h z+5h x C.
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Hallar las integrales:

1391, Sshaa:da: 1397. Sthamdm
1392. Sc ht z dz. 1398, Scth4:cda:
1393. Ss S xchxdz. 1399, Ssh%fchﬂx
1394, gshﬂ:rch 2 dz. 1400, | o Fr
199, { o, | e
1396. Sm 1402. S;“;i

§ 9. Empleo de sustituclones trigonoméiricas e hiperbolicas para el calculo
de Integrales de 1a forma

R (z, Vaz¥J-bz+e¢) dz, (1)

donde R es una funcidn racional,

‘vt Translormando el trinomio de segundo prade e2%-4-bzt ¢ on una suma
o resta de cuadrados, reducimos la integral {1) a una de las integrales de
las formas siguvientes:

1) 5 R (z, Vrnﬂ———z?} e
2) g R (z, Vmeta2)ds
S Rz, VzE—m3i) dz.

Estas Gltimas integrales se resuclven valiéndose, respectivamente, de
las sustitucionos:

1) z=msent 0o z=mtht,
2) z=mtgt o z=mshi,
3) z=msect 0o z=mchi.
Bjemplo 1. Hallar

S dx
, —_— =1,
(z+1)2 Vai+2z 42
Solueidénp. Tonemos:

3242242 =(x41)341.
Pongamos x4+ 1=tg?, en cuyo caso dz=scc2idt y

=5 dx _S sec”-ic’it=s cos ¢ S
(z4 12 VEFDEL1 ig¥tscct sen2t
Va2 222
TR,
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Ejemplo 2. Hallar
S s Valdzridz=1I.

Solucidén. Tenemos:

24 z41= ($+%)2+% 3

Peniendo
x+%—=—1§—35ht Y dzul? ch t dt,
obtendremos:
_t (Vs 1)1/ V3 chtdt—
f--§ (TSh‘“'z"  Baas 3
=38ﬂ. shtchﬁtdt—%gchﬁtdt=
_31/3 ch3t 3 1 1
——-g'-—' 3 —-Q-(-g—"ﬁhtc}‘l !-}--—;2-3)-]—6
Como . &
o PRy 7™ )
shf= I/ (.1:-}- ),cht _V,glx—{-:c-i-i

t=In (x+~g—+vm)+m%.
definitivamente, tendremos:
o T L (o L) VI
—ghn (s 5+ VFETEFT) 4e.
Hallar las integrales:
1403, \ V 3 ~—2z~—z®dx. 1409.

V22— 6z—1 dz.

Cor™D

1404. V&—}-w”dx 1410. (mﬂ+x+1)2

f411.

1403.

]/9-]-.1-- (x-—l) ']/x-.-s:-g-z

S

S 5

\ 7 |

1406. SV:2_2z+2dx. 1412. 5'
S S

| Y3

3
£y 2

{222z + 5)

1407, \ V 2*—4 dx. 1413.

(14 22) Vi —

1408. \ V&t z da. 1444.

1 —z%) V1+xﬂ'
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§ 10, Integraclon de diversas funciones franscendentes
Hallar las integrales:

1445. S (2 + 1)% €** dz. 1421. —.c—_+-‘;“-“ir_,
1416. Sxﬂ cos? 3z dz. 1422. S
cm+e’:+1
J ‘l~+~:a
1417. sten*ccostda: 1423. Sm In 2 gz,
1418, S ¢** sen® z dz. 1424. S In*(z 4V 1+ 22) da.
1419, Se" sen z sen 3z dz. 1425. S z arccos (5x —2) dz.
1420. Sa:e coszdzx, 1426. Ssenx.&-hxd'r,
§ 11, Empleo de las fu'rmulas de reduccion
1427. I, = { (:53+-a3)“ ; hallar I, e I,
1428, I, = S sen"z dz; hallar 7, e .
1429, I, = S —=—; hallar I e I,
1430. 1, = S z"e= dz; hallar Jyg.
§ 12. Integracion de distintas funclones
dx ) r dx
1431¢ S m i 1437' 5 (32..!_2)2
-5 dz
1432, Smdx. 1438. Sx4_2x2+1
1433. B il 1439, i
jz‘?&.;.z-[-%- S (z:—z+4-1)?
3—4x
5 1440. S — dz.
]
1434 \ 7= ﬁv‘ v;;
dz 1441 st/
1486, | @+ 2P (= +3p ) 5
dz 1442, S
1436. § D \ vt



144 Integral indefinida
. 1—7 2= dx
1443. S Jx d 1461. S o3 7 5onk7 °
dz 1462, | LLVEE
2% -1 1463. fc}l :;{' dx.
1445. S Vi Ty YV ecosdz
o 1464, S cosec® Sz dz.
1446. %q
Jdy5—z4Vi—=x 1465. S en:
1647. 5 =
VE—1P 1466. S Z —z)x
z dx
TAS, S (142 Yi—at X se (%-r:z: dz
x dz .
1449. S Vi—2z2— ot 1467. 5 tg¥ (—j— —:—) da
z-1 n
Ll 2 v 1468. S 240111'«{-5005 z—5"
(x241)2 . "
yste, § dz 1469, | g obzx
ol J (£24-4x) Va4—a? 1470 E
. = Todeo 531‘~L~‘3’SE}JICO::$+
1452. SVE_‘-—‘ 9 dz v
= s
s SVm A 1471. S gen x son 2x
dx
4 - dz
e S VR 1472. S (2-cos z) (34 cosz)
455. T 1 2z 12 dz. 4 poe ¢ dz.
M vaz e Lt S Vigiz4-4tg z41 .
1456. Q = cos azx
Yo Vi 1474. \ e O
g dx
407 5x'[/’1—.'cd 1475. Sc;f:;x
" dx "
1458, S Vira 1476. 1’ z sen® x dx.
Sz .
14593 sy 1477, { a%e” da
1460. i cost z du. 1478. R 2e** dz
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1479. S 2 In Y 1=z da.
1480. S%’E__‘._g; dz.
1481. S sen? % cosa—;- dx
1482 S (sen :cjfcos z)R
1483, S (tgx.»{-d::) sen’z
1484. Ssh.rch:cd:c.
1485. %1_?—:3 iz,
1486. S%‘fg_fﬁ .
1487. S o dz.

1688, | 2.
1489, \ ety de.

£0—1046

1490. [ —= _ 4z,
R
1. § 2 e

1492. S(.z:’—i)lO‘“ dz.
1493. SV e 1dx.
1494, 285 gy,

1495. S z*arcsen% dz.

1496. \ cos{lnz)dx.

1497. \ (22— 3z)sen Sz dx.

1498. \ zarctg(2z4 3) dz.

1499. \ arcsen |z du.

1500.

Cr™F o= C=3 p 3y C—"a

| | dz.



